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Resum
Aquest projecte presenta els models matema`tics que generalitzen al cas de pendent no constant els
models existents de dos tipus ba`sics de caminadors passius en un pendent constant: la rimless wheel
i el compass walker.
En la memo`ria s’inclouen la modelitzacio´ i l’estudi teo`ric dels models en pendent constant i poste-
riorment, ambdo´s models es generalitzen al cas de pendent no constant. En la generalitzacio´ es
descriuen les equacions que governen el moviment del sistema (equacio´ diferencial per la fase de doble
pe`ndol i equacio´ algebraica per la col·lisio´ del peu) aix´ı com la condicio´ de deteccio´ de col·lisio´ del peu
generalitzada.
Finalment, en l’estudi dels models es determinen les condicions sota les quals el sistema presenta un
cicle l´ımit estable i es completa amb els resultats de les simulacions nume`riques de casos representatius
de diferents tipologies de camı´ de baixada per il·lustrar l’existe`ncia i estabilitat dels cicles l´ımits
d’aquests exemples.
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Cap´ıtol 1
Introduccio´
En el transcurs dels u´ltims anys, els caminadors passius han estat objecte de nombrosos estudis per
tal de cone`ixer a fons el model i les seves propietats.
L’origen dels caminadors passius (passive dynamic walking) es troba en el treball de Tad McGeer
[6, 7] de finals de la de`cada del 1980 on s’introdueix un tipus de robot caminador b´ıped que e´s capac¸
de baixar de manera estable un petit pendent sense cap actuador. Segons [8] l’estudi d’aquest tipus
de robots esta` motivat principalment per l’eficie`ncia energe`tica del sistema i tambe´ pel fet que els
caminadors passius tenen un pas semblant al caminar natural dels humans.
Una de les aplicacions me´s importants del passive dynamic walking e´s en la implementacio´ de
caminadors propulsats per actuadors me´s eficients i amb un pas me´s natural.
1.1 Objectius
La intencio´ d’aquest projecte e´s estendre els models de rimless wheel i de compass walker en un pendent
constant per a casos en que` el pendent no sigui constant i estudiar-ne l’estabilitat. Per assolir-ho es
marquen els segu¨ents objectius:
• Entendre els models proposats pels autors de la bibliografia per la rimless wheel i pel compass
walker sobre un pendent constant.
• Modelitzar matema`ticament la rimless wheel i el compass walker sobre un pendent no constant.
• Determinar les condicions sota les quals els sistemes presenten un cicle l´ımit estable.
• Programar el simulador nume`ric del sistema i comprovar nume`ricament els resultats.
• Estudiar les condicions i para`metres inicials admissibles.
1.2 Abast
El projecte tractara` tant la vessant teo`rica com la vessant nume`rica del problema dels dos models de
caminador passiu en pendent no constant per tal de poder assolir els objectius plantejats.
Es fara` un repa`s d’ambdo´s models en un pendent constant com a punt de partida per trobar les
equacions del model en el cas de pendent no constant. Un cop trobats els models per un pendent no
constant s’estudiara` l’existe`ncia i estabilitat dels cicles l´ımit del sistema. Es completara` l’estudi amb
condicions anal´ıtiques per a l’estabilitat dels casos me´s simples i amb exemples nume`rics d’alguns dels
casos me´s representatius.
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Cap´ıtol 2
Estudi de la rimless wheel en un
pendent constant
2.1 Modelitzacio´ de la rimless wheel en un pendent constant
2.1.1 Descripcio´ del model
El model de caminador passiu me´s ba`sic e´s el conegut com a rimless wheel. Aquest model, introdu¨ıt
per primer cop per McGeer a [6], consisteix en una roda amb radis pero` sense llanda que es mou en
el pla vertical sobre un pendent. Encara que sembli molt allunyat de la marxa humana, aquest model
presenta algunes de les seves caracter´ıstiques principals: la fase de doble pe`ndol i la col·lisio´ del peu.











Figura 2.1: Esquema de la rimless wheel
El sistema estudiat e´s una roda de massa m, moment d’ine`rcia al centre de massa IC , sense llanda
i amb n radis equiespaiats de massa uniforme i longitud l (que actuen com a cames), desplac¸ant-se
per un pendent constant d’angle α. Es caracteritza la posicio´ del sistema amb l’angle θ (t), i tambe´
es defineix θ˙ (t) = dθdt ambdo´s considerats positius en sentit horari. Els s´ımbols utilitzats es recullen a
la taula 2.1.
Per estudiar el sistema se suposara` que es verifiquen les segu¨ents hipo`tesis (assumides per la majoria
d’autors):
1. Entre dues col·lisions successives el peu de suport (representat pel punt P ) actua com una junta
articulada i no llisca. En aquesta fase, coneguda com fase de doble pe`ndol, el moviment de la
roda e´s el d’un pe`ndol invertit.
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S´ımbol Definicio´
C Centre de massa de la roda
P Punt de contacte actual
Q Punt de contacte en el pas segu¨ent
l Longitud del radi
α Angle del pendent (α < pi/2 rad)
β Angle entre radis (β = 2pi/n)
n Nombre de radis (n > 3)
θ (t) Angle d’orientacio´ de la roda (considerant positiu el sentit horari)
m Massa de la roda
IC Moment d’ine`rcia al centre de massa C
g Vector gravetat (|g| = 9.81ms−2)
Taula 2.1: S´ımbols emprats en la modelitzacio´ de la rimless wheel
2. El canvi de suport (de P a Q) e´s instantani.
3. Les col·lisions amb el terra so´n perfectament inela`stiques i impulsives. Per tant, es conserva el
moment angular respecte el punt fix de la col·lisio´ representat per Q (el coeficient de restitucio´
de la col·lisio´ e´s e = 0).
2.1.2 Dina`mica de la fase de doble pe`ndol




















U (θ) = mgl cos θ (2.3)
prenent a (2.3) l’origen de potencial a l’horitzontal pel punt P .
L’equacio´ del moviment tambe´ es pot trobar amb l’equacio´ H˙P = MP on H˙P e´s la derivada






Si la condicio´ inicial θ0 e´s negativa, caldra` que la velocitat inicial θ˙0 superi un cert llindar ωmin per
a que` el sistema evolucioni cap endavant i no retorni a l’estat inicial. Es considera el cas particular
θ0 = α− β2 ja que excepte, potser, el primer cicle la resta parteixen d’aquest estat inicial. L’esmentada
ωmin es troba imposant que l’energia cine`tica permeti al sistema assolir l’estat d’equilibri inestable










+mgl (1− cos θ0)︸ ︷︷ ︸
∆U
= 0 (2.5)
on ∆E, ∆T i ∆U so´n les variacions d’energia meca`nica, cine`tica i potencial respectivament. Es te´
∆E = 0 ja que no hi ha forces ni parells no conservatius que facin treball (i.e. el sistema e´s conservatiu





(1− cos θ0) (2.6)



























Figura 2.2: Estats considerats en els balanc¸os d’energia
sempre que θ0 ≤ 0, en cas contrari per a qualsevol θ˙0 positiva el sistema evolucionara` cap endavant.
Cal notar que si α > β2 llavors ωmin = 0 ja que llavors sempre es te´ θ > 0.
Si θ˙0 > ωmin, es pot trobar θ˙ (θ) a partir del balanc¸ d’energia meca`nica entre els estats de les





















(cos θ0 − cos θ) (2.8)
2.1.3 Col·lisio´ del peu
En les hipo`tesis sobre el model s’ha assumit que la col·lisio´ del peu e´s instanta`nia i perfectament
inela`stica. Aquesta u´ltima suposicio´ significa que el peu queda adherit al terra just despre´s de la
col·lisio´, esdevenint el nou punt de suport.
En el moment de la col·lisio´, la geometria del sistema no varia i es negligeixen les forces no
impulsives (en aquest cas nome´s el pes). Com que l’u´nica forc¸a impulsiva e´s la forc¸a de contacte a Q,
el moment impulsiu a Q e´s nul (MˆQ = 0) i per tant el moment angular es preserva durant la col·lisio´:
∆HQ = H
+
Q −H−Q = MˆQ = 0 (2.9)
on H−Q i H
+
Q so´n els moments angulars just abans i just despre´s de la col·lisio´ respectivament. Per a
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calcular-los cal tenir en compte la cinema`tica del sistema just abans i just despre´s de la col·lisio´. A la

















Figura 2.3: Cinema`tica del model just abans i just despre´s de la col·lisio´
H−Q = Ic · ω−︸ ︷︷ ︸
H−C






on IC e´s la matriu d’ine`rcia al punt C (essent IC el moment d’ine`rcia en el mateix punt), ω
− e´s la
velocitat angular de la roda just abans de l’impacte, rQ/C e´s el vector posicio´ del punt Q al punt C,
v−C/Q e´s la velocitat de C relativa al punt Q i k e´s el vector perpendicular al pla del paper i orientat
cap enfora. Cal remarcar que com que el punt Q no pertany a la roda cal afegir al terme de moment
angular al centre de massa H−C un terme de moment angular degut a la velocitat translacional del
centre de massa respecte el punt de refere`ncia Q.
Per H+Q, com que Q ara s´ı que pertany a la roda, es calcula directament multiplicant la matriu
d’ine`rcia a Q (IQ) per la velocitat angular despre´s de l’impacte:






on IQ es pot calcular directament a partir de IC i aplicant el teorema de Steiner ja que ambdo´s punts





ml2 cosβ + IC
ml2 + IC
= µ < 1 (2.12)
on el coeficient µ representa l’energia perduda durant l’impacte i per tant sempre e´s menor que 1,
excepte quan el nombre de radis n → ∞ (β = 0) que llavors es te´ µ = 1. Per tant, en el moment de
la col·lisio´ la velocitat angular canvia instanta`niament com θ˙+ = µθ˙− i l’estat inicial pel segu¨ent cicle
e´s (θ+ = θ0, θ˙
+).
2.2 Estabilitat de la rimless wheel en un pendent constant




+ 2mglIC+ml2 (cos θ
+ − cos θ) si α− β2 ≤ θ < α+ β2(





θ+ = α− β2 , θ˙+ = µθ˙−
)
si θ = α+ β2
(2.13)
que quan α − β2 ≤ θ < α + β2 aplica la primera equacio´ i que quan θ = θ− = α + β2 envia el punt
(α+ β2 , θ˙
−) al punt (α− β2 , µθ˙−).
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En el cas α < β2 i velocitat inicial insuficient (θ˙0 < ωmin) el sistema no assoleix l’angle θ = 0 i
retorna a la posicio´ inicial amb velocitat −θ˙0. Per tant, despre´s de l’impacte el sistema evoluciona
amb velocitat θ˙+ = −µθ˙0 i aix´ı successivament fins que s’atura.
En un sistema dina`mic com la rimless wheel l’estabilitat no es pot tractar en el sentit de Lyapunov
(al voltant d’un punt d’equilibri) sino´ que s’ha d’estudiar l’estabilitat orbital.
Definicio´ (Estabilitat orbital). Sigui un sistema f (t,x) on f : Ω → Rn e´s cont´ınua i Ω ⊆ R × Rn.
Sigui ϕ (t) una o`rbita del sistema definida per t ≥ 0 i ψ (t) una solucio´ del sistema. Llavors:
1. Es diu que ϕ (t) e´s orbitalment estable si per tot ε > 0 existeix un δ > 0 tal que si ψ (t) verifica
|ψ (0)− ϕ (0)| < δ llavors ψ (t) esta` definida per tot t ≥ 0 i |ψ (t)− ϕ (t)| < ε ∀t ≥ 0.
2. Es diu que ϕ (t) e´s orbitalment inestable si no e´s estable.
3. Es diu que ϕ (t) e´s orbitalment asimpto`ticament estable si existeix un δˆ tal que si ψ (t) verifica
|ψ (0)− ϕ (0)| < δˆ llavors ψ (t) esta` definida per tot t ≥ 0 i limt→∞ |ψ (t)− ϕ (t)| = 0.
Un me`tode per estudiar l’estabilitat orbital d’un cicle l´ımit e´s mitjanc¸ant l’estabilitat del punt fix
de l’aplicacio´ de Poincare´ associada.
Definicio´ (Aplicacio´ de Poincare´). Sigui ϕ (t) una o`rbita perio`dica d’un sistema dina`mic x˙ = f (x)
que passa pel punt q i sigui S ⊂ Rn una varietat (n-1)-dimensional tal que f (q) /∈ TqS. Si existeix un
subconjunt Σ ⊆ S tal que seguint l’evolucio´ de l’o`rbita cada punt de Σ retorna a S llavors Σ s’anomena
seccio´ de Poincare´. En aquest cas, es pot definir p : Σ→ S com l’aplicacio´ que envia un punt de Σ al
punt del primer retorn a S i p s’anomena aplicacio´ de Poincare´.
En el cas de la rimless wheel la seccio´ de Poincare´ es pot determinar a partir dels punts de
discontinu¨ıtat a les col·lisions:
Σ = {(θ, θ˙)|θ = α− β
2
, θ˙ ≥ 0 i θ˙ 6= ωmin} (2.14)
on ωmin e´s la velocitat angular just despre´s de la col·lisio´ que fa que el sistema assoleixi la posicio´












tenint α ≤ β2 . S’exclou el valor ωmin de la seccio´ de Poincare´ ja que per aquest valor ja no es
produeixen me´s col·lisions perque` la roda assoleix la posicio´ vertical en temps inifinit.
Seguint la metodologia de [2], s’aplica un canvi de variable a la velocitat angular just despre´s de












on el sub´ındex identifica la col·lisio´. L’aplicacio´ p es defineix de diferent manera segons el pendent.
Per pendents d’angle α > β2 l’aplicacio´ e´s cont´ınua en tot el domini perque` just despre´s de l’impacte el
centre de gravetat es troba a la dreta de la vertical i per tant, per qualsevol velocitat inicial s’arriba la
segu¨ent col·liso´. La funcio´ p (z) es troba a partir de la conservacio´ d’energia meca`nica entre l’instant
posterior a la i-e`sima col·lisio´ i l’instant anterior a la (i+ 1)-e`sima col·lisio´:










Per pendents menors (i.e. α ≤ β2 ) p (z) e´s cont´ınua a trossos. Per z < zmin = z (ωmin) la roda e´s
incapac¸ d’assolir la posicio´ vertical i la velocitat despre´s de la primera col·lisio´ ve donada per:
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p (z) = −µ2z (2.19)
Si z = zmin l’aplicacio´ no esta` definida i si z > zmin el sistema te´ suficient energia per arribar a la
segu¨ent col·lisio´ i se segueix l’equacio´ (2.18). Resumint, l’expressio´ global per p quan α ≤ β2 e´s:{
p (z) = −µ2z si z < zmin
p (z) = µ2
(




si z > zmin
(2.20)
A continuacio´ cal trobar els punts fixos z∗ (i.e. punts que satisfan p (z∗) = z∗). El significat
d’aquests punts e´s que per una velocitat inicial θ˙0 =
√
z∗ a la segu¨ent col·lisio´ la velocitat e´s la
mateixa i es diu que la trajecto`ria forma un cicle l´ımit,e´s a dir, la roda assoleix un moviment perio`dic.
El punt fix z∗ existeix sempre ja que l’expressio´ de p (z), sigui quin sigui el pendent, te´ la forma
az + b on 0 ≤ a < 1 i b > 0 de manera que sempre intersecta la bisectriu en z > 0.
En el cicle l´ımit, l’energia cine`tica perduda a la col·lisio´ ∆Tcol ha de ser igual a la disminucio´
d’energia potencial en una passa ∆Ugait. Per tant, a partir d’aquest balanc¸ es pot trobar la velocitat






























Per estudiar l’estabilitat del punt fix (i per tant del cicle l´ımit) es calcula la derivada de l’aplicacio´
de Poincare´ al punt z∗. Aquest sera` asimpto`ticament estable si la derivada e´s menor que 1 en valor




i com que 0 ≤ µ < 1 la derivada en valor absolut sempre sera` menor que 1 de manera que els cicles
l´ımits associats al sistema sempre seran estables i e´s per aquest motiu que el sistema sempre tendeix
a aquests cicles.
Per pendents α ≤ β2 la condicio´ d’existe`ncia del punt fix e´s que la velocitat angular del cicle l´ımit
ω∗ sigui me´s gran que la velocitat angular mı´nima per assolir la posicio´ vertical en temps infinit ωmin:
g (α, β, µ) = 1− cosα cos β
2
− 1 + µ
2




de la inequacio´ anterior es dedueix que cal que α > αc on αc e´s la solucio´ de g (α;β, µ) = 0 per uns
para`metres β i µ donats. Resumint, les condicions d’existe`ncia del cicle l´ımit so´n les segu¨ents:
• Per 0 ≤ α ≤ αc el punt fix z∗ no existeix. En aquest cas independentment de la velocitat inicial
la roda s’acabara` aturant.
• Per αc < α ≤ β2 el punt fix z∗ existeix. En aquest cas, si z0 > zmin la roda evolucionara` cap al
cicle l´ımit. En el cas l´ımit z0 = zmin la roda assoleix l’estat d’equilibri inestable (θ = 0, θ˙ = 0)
en temps infinit.
• Per α > β2 el punt fix z
∗ existeix. En aquest cas, independentment de la velocitat inicial, la
roda evolucionara` cap al cicle l´ımit.
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Cap´ıtol 3
Estudi de la rimless wheel en un
pendent no constant
3.1 Modelitzacio´ de la rimless wheel en un pendent no cons-
tant
Despre´s d’estudiar la rimless wheel en un pendent constant e´s normal preguntar-se quines variacions
es produeixen quan el pendent deixa de ser constant. En aquest cap´ıtol es veura` com es generalitza
el model quan el pendent no e´s constant i quins efectes te´ la variacio´ de pendent sobre l’evolucio´ del
sistema.
3.1.1 Descripcio´ del model
En el cas de la rimless wheel en un pendent no constant, el model e´s el mateix que en el cas d’un
pendent constant (subseccio´ 2.1.1) excepte que l’angle del pendent α ja no e´s una constant sino´ que
depe`n de la posicio´ del caminador. La geometria del camı´ de baixada en aquest cas ve donada per
una funcio´ s (x) que parametritza el camı´ en funcio´ de la coordenada horitzontal x. Aquesta funcio´
s (x) e´s, per hipo`tesi, sempre decreixent.
Per a me´s comoditat, es considera que la coordenada horitzontal del punt de suport P e´s sempre en
x = 0 de manera que en el desenvolupament teo`ric no cal afegir cap variable que registri l’avanc¸ament
del caminador, sino´ que simplement cal traslladar la funcio´ s (x) despre´s de cada col·lisio´ de manera
que per a cada cicle es te´ una funcio´ si (x). En la programacio´ per a la simulacio´ nume`rica, pero`, s’ha
afegit una variable al vector d’estats que registra la coordenada horitzontal del peu de recolzament.
En comptes de definir l’angle del pendent α (x) de la manera que seria natural:








sera` me´s u´til definir l’angle αˆ (x) de la segu¨ent manera:
αˆ (x) = − arctan
(




Nota. Per a simplificar la notacio´ tambe´ es denotara` αˆ (θ) = αˆ (l (sin (β − θ) + sin θ)) que e´s el valor
de αˆ en l’estat θ segons es defineix a la figura 3.1.








(cos θ+ − cos θ) (3.3)
pero` ara el rang d’accio´ e´s variable. En aquest cas, s’utilitza la nova variable αˆ (θ) i per tant ara
l’equacio´ anterior e´s va`lida per αˆ (θ)− β2 < θ < αˆ (θ) + β2 .










Figura 3.1: Esquema de la rimless wheel en un pendent no constant
Queda per veure que` passa en la col·lisio´ del peu. Pel que fa la velocitat angular no canvia res
perque` en la deduccio´ de l’equacio´ de la col·lisio´ per un pendent constant la variable α no interve´ (µ
u´nicament depe`n de la roda). El que s´ı que canvia e´s l’angle α ja que es te´ αˆ (θ). Per tant, quan es
produeix la col·lisio´ (θ = αˆ (θ) + β2 ) es te´:(







θ+ = αˆ(θ+)− β
2
, θ˙+ = µθ˙−
)
(3.4)
Ajuntant les dues equacions es parametitzen les trajecto`ries:




+ 2mglIC+ml2 (cos θ
+ − cos θ) si αˆ (θ)− β2 ≤ θ < αˆ (θ) + β2(





θ+ = αˆ (θ)− β2 , θ˙+ = µθ˙−
)
si θ = αˆ (θ) + β2
(3.5)






(1− cos θ0) (3.6)
pero` cal tenir en compte que ara el cas pitjor e´s θ0 = αˆ (θ) − β2 i per tant depe`n de la posicio´ de la
roda sobre el pendent.
3.2 Estabilitat de la rimless wheel en un pendent no constant
Com s’ha vist per la rimless wheel en un pendent constant, l’eina principal per estudiar l’estabilitat
del sistema e´s l’aplicacio´ de Poincare´. Per tant, cal definir aquest concepte per la rimless wheel en
un pendent no constant. La seccio´ de Poincare´ es defineix de manera ana`loga que pel cas de pendent
constant, si be´ ara s’utilitza αˆ (θ) en comptes de α:
Σ = {(θ, θ˙)|θ = αˆ (θ)− β
2
, θ˙ ≥ 0 i θ˙ 6= ωmin} (3.7)
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A difere`ncia del cas de pendent constant, pero`, en el cas de pendent no constant l’aplicacio´ de
Poincare´ ja no depe`n nome´s de la variable z (i.e. θ˙) sino` que tambe´ depe`n de θ en la mesura que αˆ (θ)
tambe´ ho fa. Per tant, per αˆ (θ) > β2 :










I per αˆ (θ) ≤ β2 : {
p (θ, z) = −µ2z si z < zmin
p (θ, z) = µ2
(




si z > zmin
(3.10)
Qualsevol camı´ de baixada e´s equivalent a la poligonal formada pels segments que uneixen els
diferents punts de contacte de la rimless wheel amb el camı´ de baixada. Per tant, a l’hora de definir
l’aplicacio´ de Poincare´ es pot desacoblar la variable θ calculant primer el segu¨ent punt de col·lisio´
sobre el camı´ de baixada θ− que correspon a la menor solucio´ positiva de l’equacio´:




Per a cada cicle es pot determinar primer el valor de θ− (i per tant αˆ (θ−)) i llavors estudiar
l’aplicacio´ de Poincare´ igual que pel cas constant. Com que αˆ (x) varia a cada cicle el cicle l´ımit
associat a cadascun dels pendents no te´ per que` assolir-se. De totes maneres es pot definir el cicle l´ımit
del sistema com el cicle l´ımit associat (si e´s que existeix) al pendent en l’infinit α∞ = limx→∞ αˆ (x) =
limx→∞− arctan (s′ (x)). Cal remarcar que si el pendent del l´ımit no s’assoleix en temps finit el cicle
l´ımit tampoc tampoc s’assolira` en temps finit.
Si αˆ (θ−) > β2 :














i si αˆ (θ−) ≤ β2 : {
p (z) = −µ2z si z < zmin
p (z) = µ2
(
z + 4mglIC+ml2 sin αˆ (θ
−) sin β2
)
si z > zmin
(3.13)
amb αˆ (θ−) fixat Cal observar, doncs, que si be´ el cas de pendent constant l’aplicacio´ de Poincare´ es
restringia nome´s a un dels dos casos anteriors, en el cas de pendent no constant es poden alternar
ambdues aplicacions ja que αˆ (θ) varia.
Igual que en el cas de pendent constant, per a una roda donada es busca la sol·lucio´ de l’equacio´
(2.24) αc per a uns para`metres β i µ fixats. Coneguts αc i
β
2 , es divideix la imatge del camı´ de baixada
s (x) en tres conjunts en funcio´ de α (x) = − arctan (s′ (x)):
• Ω1 = {x ∈ R | 0 ≤ α (x) ≤ αc}
• Ω2 = {x ∈ R | αc < α (x) ≤ β2 }
• Ω3 = {x ∈ R | α (x) > β2 }
Mentre la roda es trobi sobre els punts de Ω3 per qualsevol condicio´ inicial el sistema evolucionara`
cap endavant. Pels punts de Ω2 caldra` verificar que en tots els cicles es compleix la condicio´ z > zmin.
Finalment, pels punts de Ω1 la roda s’anira` frenant fins aturar-se, en cas que es mantingui sobre punts
de Ω1.
Per a geometries molt simples e´s possible fer afirmacions anal´ıtiques sobre l’evolucio´ del sistema,
pero` en el moment en que` es compliquen una mica e´s molt me´s pra`ctic simular nume`ricament el
sistema per veure’n l’evolucio´.
Una de les opcions per aprofundir una mica en l’estud anal´ıtic del sistema e´s dividir s (x) en trams
connexos co`ncaus o convexos i estudiar cada tram per separat.
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3.2.1 Funcions convexes
Un cas elemental d’estudi e´s el cas en que` s (x) e´s una funcio´ convexa. En aquest cas, els conjunts Ωi
so´n connexos i es distribueixen, d’esquerra a dreta, en l’ordre: Ω3, Ω2 i Ω1.
• Pels punts de Ω3 el sistema sempre evoluciona cap endavant i per tant no s’atura.
• Pels punts de Ω2 cal estudiar amb deteniment el sistema. Cal que a cada cicle es verifiqui
z > zmin pero`, com que quan α decreix zmin augmenta, que per cada cicle es verifiqui aquesta
condicio´ depe`n de la geometria del sistema en qu¨estio´. Anal´ıticament es podria estudiar amb un
balanc¸ energe`tic pero` e´s me´s ra`pid fer una simulacio´ nume`rica per veure els resultats.
• Pels punts de Ω1 el sistema sempre s’acaba aturant ja que aquest conjunt, en cas d’existir de no
ser buit, e´s infinit ja que la funcio´ s (x) e´s convexa.
3.2.2 Funcions co`ncaves
El segu¨ent cas elemental d’estudi so´n les funcions co`ncaves. En aquest cas, els conjunts Ωi tambe´ so´n
connexos i es distribueixen, d’esquerra a dreta, en l’ordre: Ω1, Ω2 i Ω3.
• Pels punts de Ω1 cal estudiar el sistema amb detall per veure si el sistema e´s capac¸ de sortir de
Ω1 abans d’aturar-se.
• Pels punts del Ω2 ara s´ı que n’hi ha prou veient que pel primer contacte es verifica que z > zmin
ja que com que α creix zmin decreix. Llavors si pel primer cicle a Ω2 z > z
∗ aixo` sera` va`lid per
la resta de cicles i per tant z > z∗ > zmin. Si per contra pel primer cicle zmin < z < z∗, llavors
en el segu¨ent cicle z e´s me´s gran i per tant tambe´ verifica z > zmin ja que zmin ha disminu¨ıt.
• Pels punts de Ω3 el sistema sempre evoluciona cap endavant i per tant no s’atura.
Observacio´. A l’hora de definir els conjunts Ωi s’ha pres α (x) en comptes de αˆ (x) per a me´s
comoditat a l’hora de definir els conjunts Ωi. Aixo` e´s possible ja que dins una mateixa component
connexa de qualsevol conjunt Ωi es verifica que αˆ (x) esta` acotat pels valors ma`xim i mı´nim de α (x)
a la component connexa.
Cal tenir en compte, pero`, que en el moment en que` es canvia de conjunt aixo` pot no ser cert ja
que pot donar-se el cas que pel primer punt del nou conjunt es tingui un angle αˆ (x) que estigui fora
dels l´ımits que delimiten el conjunt en qu¨estio´. Aquest fenomen tambe´ es pot donar en el cas que una
component connexa sigui tan petita que la rimless wheel no es recolzi en cap punt d’ella. Encara que
aixo` passi, l’angle αˆ (x) pot estar fora dels l´ımits definits per la component connexa en la qual s’esta`
recolzant. De totes maneres, aquests casos nome´s es tenen per un cicle i, per tant, es poden estudiar
per separat.
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Cap´ıtol 4
Exemples nume`rics de la rimless
wheel
Per calcular els exemples nume`rics de la rimless wheel s’han pres els segu¨ents para`metres: m = 1 kg,
l = 1 m, IC = 0.1 kgm
2 i β = pi4 rad (i.e. n = 8).
4.1 Pendent constant
El cas de partida e´s el cas de pendent constant α, e´s a dir, amb una geometria del camı´ de baixada
parametritzada per:
s (x) = −kx (4.1)
on k e´s una certa constant positiva. La relacio´ entre k i α e´s:
k = tan (α) (4.2)
Pels para`metres del caminador mencionats a l’inici de la seccio´ s’obtenen uns para`metres β = pi4 i
µ = 0.7337. Per tant, es te´ un valor mı´nim de l’angle αc = 0.0611 rad i pels dos pendents considerats
als exemples de la figura 4.1 es verifica que α > αc aix´ı doncs existeix el cicle l´ımit pels dos casos.
A les figures 4.1a i 4.1b es te´ α = pi20 rad <
β
2 i, per tant, cal que la velocitat inicial sigui superior a
un cert llindar que per aquest sistema i pendent concrets e´s de ωmin = 0.7020 rads
−1. D’altra banda,
per les figures 4.1c i 4.1d com que α = pi7 rad >
β
2 per qualsevol condicio´ inicial positiva (i fins tot
podria ser negativa) el sistema evoluciona cap al cicle l´ımit. A la figura 4.1c es mostra la trajecto`ria
per el cas θ˙0 = 0 rads
−1 i s’observa que el sistema evoluciona cap al cicle l´ımit. Pel cas de la figura
4.1d com que la velocitat inicial e´s me´s propera a la ω∗, ja que ara θ˙0 = 2 rads−1, el sistema arriba
me´s ra`pid al cicle l´ımit. En tots aquests casos s’ha considerat que θ0 = α− β2 i s’ha treballat amb un
error de 10−6.
E´s important remarcar dues observacions sobre el cicle l´ımit. La primera e´s que independentment
de la condicio´ inicial el cicle l´ımit, si existeix, e´s u´nic per un pendent donat. I la segona e´s que com
me´s gran e´s el pendent α el cicle l´ımit cada cop te´ lloc a me´s velocitat, tal com es dedueix de la
definicio´ de ω∗.
4.2 Recta a trams
Un cop s’ha estudiat el cas de pendent constant i es vol generalitzar el model per pendents no constants,
el cas me´s ba`sic que es presenta e´s el pendent format per trossos de recta de diferents pendents. El
cas me´s gene`ric presenta un conjunt numerable de trams de manera que es pot escriure com:
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(a) α = pi
20
rad i θ˙0 = 1.5ωmin

















(b) α = pi
20
rad i θ˙0 = 2ωmin

















(c) α = pi
7
rad i θ˙0 = 0 rads
−1

















(d) α = pi
7
rad i θ˙0 = 2 rads
−1
Figura 4.1: Trajecto`ries per a diferents casos de pendent constant
s (x) =

−k1x+ c1 si a0 < x ≤ a1
−k2x+ c2 si a1 < x ≤ a2
...
...
−kix+ ci si ai−1 < x ≤ ai
(4.3)
amb els ci tals que s (x) sigui cont´ınua.
Com a exemple s’ha pres la recta composta per dos trams, pero` tot el que s’explica e´s extensible
al cas de n trams.
4.2.1 Cas convex
En el cas convex la successio´ de ki e´s decreixent. Per facilitar la comparativa amb el cas de pendent
constant, es prendran dos trams de pendent α1 =
pi
7 rad per x < 0 i de pendent α2 =
pi
20 rad per
x ≥ 0, e´s a dir, parametritzada per:
s (x) =
{ − tan (pi7 )x si x < 0− tan ( pi20)x si x ≥ 0 (4.4)
A la figura 4.2 es mostra la trajecto`ria durant 50 cicles de la rimless wheel sobre la recta a trams
convexa a partir de la condicio´ inicial θ0 = α1− β2 (amb α del primer tram), θ˙0 = 0 rads−1 i x = −10
m. S’observa que el sistema convergeix primer al cicle l´ımit associat a α1 =
pi
7 rad igual que en la
figura 4.1c i quan es produeix el canvi de pendent, a partir de la condicio´ del cicle l´ımit esmentat
tendeix cap al cicle l´ımit associat a α2 =
pi
20 rad. Per tant, es verifica que el cicle l´ımit u´nicament
depe`n del pendent ja que el sistema no te´ memo`ria.
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En aquest cas la condicio´ inicial no e´s cap problema pel canvi de pendent ja que la velocitat del
cicle l´ımit decreix quan el pendent decreix i com que αi > αc en tots dos trams la velocitat del cicle
l´ımit sera` una condicio´ inicial suficient.

















Figura 4.2: Trajecto`ria sobre la recta a trams convexa
4.2.2 Cas co`ncau
En el cas co`ncau la successio´ de ki e´s creixent. Ana`logament al cas convex, s’han pres els mateixos
pendents pero` ara invertint l’ordre dels trams de manera que el camı´ de baixada esta` parametritzat
per:
s (x) =
{ − tan ( pi20)x si x < 0− tan (pi7 )x si x ≥ 0 (4.5)
A la figura 4.3 es mostra la trajecto`ria durant 50 cicles de la rimless wheel sobre la recta a trams
co`ncava a partir de la condicio´ inicial θ0 = α1 − β2 , θ˙0 = 2ωmin (del primer tram) i x = −10 m.
Igual que passa pel cas convex, s’observa que el sistema convergeix primer al cicle l´ımit associat a
α1 =
pi
20 rad igual que en la figura 4.1b, i quan es produeix el canvi de pendent tendeix cap al cicle
l´ımit associat a α2 =
pi
7 rad.
En aquest cas la condicio´ inicial no e´s cap problema pel canvi de pendent ja que pel segon tram
es te´ α > β2 i per tant per qualsevol condicio´ inicial el sistema evoluciona cap endavant. En el cas,
pero`, que el pendent dels dos trams fos αc < α ≤ β2 caldria que es verifique´s que la velocitat amb que`
s’arriba al canvi de pendent fos major que ωmin del nou pendent. Per comparar aquestes velocitats,
no sempre es podran fer els ca`lculs amb ω∗ ja que si un tram concret e´s massa curt aquesta velocitat
pot no haver-se assolit en el moment del canvi de pendent.
4.3 Exponencial negativa
Ja en el cas de funcions anal´ıtiques, un dels primers casos a estudiar e´s l’exponencial negativa pel
fet de ser convexa. Per aquesta funcio´, es poden comprovar els criteris explicats anteriorment per
funcions convexes. El camı´ de baixada ve parametritzat per la funcio´:
s (x) = e−x (4.6)
Els conjunts Ωi per aquest cas so´n els segu¨ents:
• Ω1 = [2.7943,∞)
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Figura 4.3: Trajecto`ria sobre la recta a trams co`ncava
• Ω2 = [0.8814, 2.7943)
• Ω3 = (−∞, 0.8814)
En aquest cas particular, encara que es comenci en un punt de Ω2 i amb la velocitat mı´nima, el
sistema no s’atura en punts de Ω2 ja que aquest e´s molt petit. Per tant, sempre s’acaba arribant a
punts de Ω1 i el sistema s’atura.
















Figura 4.4: Trajecto`ria sobre una exponencial negativa
A la figura 4.4 es mostra la trajecto`ria de la rimless wheel a partir de la posicio´ vertical en el
punt x = 0 m i amb θ˙0 = 1 rads
−1 (encara que f´ısicament no sigui possible aquesta disposicio´, no
invalida els resultats de la simulacio´) i s’observa que la velocitat va disminuint fins que arriba al punt
d’aturar-se. S’adiu, per tant, amb la teoria ja que hauria de tendir al cicle l´ımit associat a α∞ = 0
rad pero` com que 0 < αc el cicle l´ımit no existeix i el sistema s’atura.
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4.4 Exponencial co`ncava
Ana`logament, un dels casos me´s ba`sics de funcio´ co`ncava anal´ıtica e´s la funcio´ exponencial canviada
de signe que ve parametritzada per:
s (x) = −ex (4.7)
Els conjunts Ωi per aquest cas so´n els segu¨ents:
• Ω1 = (−∞,−2.7943]
• Ω2 = (−2.7943,−0.8814)
• Ω3 = (−0.8814,∞)
Si es comenc¸a en una coordenada x massa petita, el sistema no aconsegueix sortir de Ω1 abans
d’aturar-se. Si, per contra, el sistema assoleix un punt Ω2 amb velocitat suficient, llavors el sistema
evolucionara` fins l’infinit tal i com s’observa en la figura 4.5 (s’ha pres θ0 = 0 rad, θ˙0 = 1 rads
−1 i
x = −3 m). En aquest cas no es tendeix a cap cicle l´ımit ja que el l´ımit del pendent a l’infinit e´s
infinit. La figura 4.5 nome´s mostra 100 cicles que, encara que a partir d’un cert instant so´n molt
propers entre ells, no convergeixen.



















Figura 4.5: Trajecto`ria sobre una exponencial co`ncava
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Cap´ıtol 5
Estudi del compass walker en un
pendent constant
En aquest cap´ıtol es presenta el model de compass walker en un pendent constant. Sobre la dina`mica
d’aquest caminador en un pendent constant hi ha molta literatura com per exemple els treballs de
Goswami [4] i [5]. Per a la redaccio´ d’aquest cap´ıtol s’ha seguit l’article de Font i Ko¨vecses [3] (la
nomenclatura de les variables es correspon amb aquesta refere`ncia i se segueix de l’angle`s).
5.1 Modelitzacio´ del compass walker en un pendent constant
5.1.1 Descripcio´ del model
El model, com s’observa a la figura 5.1, esta` format per dues cames ide`ntiques de massa m i moment
d’ine`rcia IC per cada centre de massa articulades al maluc (hip) que te´ massa mH . Els angles θst (t) i
θsw (t) (definits des de la verticals i considerant positiu el sentit antihorari) caracteritzen l’orientacio´
de la cama de suport (stance) i de la cama de balanceig (swing) respectivament i representen els dos
graus de llibertat que caracteritzen el sistema. En la formulacio´ i les simulacions nume`riques s’ha

















β = θsw − θst
Figura 5.1: Esquema del compass walker
En l’estudi del caminador se suposara` que es verifiquen les segu¨ents hipo`tesis (assumides per la
majoria d’autors):
1. Les col·lisions amb el terra so´n perfectament inela`stiques i impulsives. El coeficient de restitucio´
de la col·lisio´ e´s e = 0.
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2. Durant la fase de doble pe`ndol el peu en contacte amb el terra actua com una junta articulada
i no llisca.
3. El canvi de cama de suport en el moment de la col·lisio´ e´s instantani (i.e. no hi ha una fase de
doble suport).
4. La cama de balanceig es retreu per evitar l’ensopegada abans del creuament de cames (el cre-
uament de cames es defineix com el moment en que` es verifica θst = θsw).
L’u´ltima hipo`tesi e´s important ja que si el caminador tingue´s les cames de llargada constant seria
inevitable que al voltant del creuament el peu estigue´s per sota del nivell del terra.
S´ımbol Definicio´
Cst Centre de massa de la cama de suport
Csw Centre de massa de la cama de balanceig
H Centre de massa del maluc
P Punt de contacte de la cama de suport amb el terra
l Longitud de la cama (l = a+ b on a e´s la dista`ncia del peu al centre de massa)
α Angle del pendent (α < pi/2 rad)
θst (t) Angle d’orientacio´ de la cama de suport (considerant positiu el sentit antihorari)
θsw (t) Angle d’orientacio´ de la cama de balanceig (considerant positiu el sentit antihorari)
β Angle entre cames (β = θsw − θst)
m Massa de cada cama
mH Massa del maluc
IC Moment d’ine`rcia de cada cama respecte el seu centre de massa (Cst o Csw)
g Vector gravetat (|g| = 9.81 ms−2)
Taula 5.1: S´ımbols emprats en la modelitzacio´ del compass walker
5.1.2 Dina`mica de la fase de doble pe`ndol











on T e´s l’energia cine`tica i U l’energia potencial del sistema i f e´s el vector de forces no conservatives
generalitzades (en aquest cas f = 0 ja que no hi ha actuadors) i q = {θst, θsw}T e´s el vector de
coordenades generalitzades.
L’expressio´ per l’energia cine`tica e´s la segu¨ent (com es pot deduir de la figura 5.2a):




































on els termes Tst, Th i Tsw representen, respectivament, les energies cine`tiques de la cama de suport,
del maluc i de la cama de balanceig. Simplificant l’expressio´ s’obte´:




















Per l’energia potencial del sistema U(q) considerarem el potencial zero a l’horitzontal que passa
pel punt P tal i com s’observa en la figura 5.2b. D’aqu´ı s’obte´:
























(b) Masses involucrades en el ca`lcul de U(q)
Figura 5.2: Elements involucrats en el ca`lcul de l’energia
U(q) = mga cos θst︸ ︷︷ ︸
Ust
+mHgl cos θst︸ ︷︷ ︸
Uh
+mg (l cos θst − b cos θsw)︸ ︷︷ ︸
Usw
(5.4)
on els termes Ust, Uh i Usw representen, respectivament, les energies potencials de la cama de suport,
del maluc i de la cama de balanceig. Igual que amb l’energia cine`tica, simplificant l’expressio´ s’obte´:
U(q) = g [(m (a+ l) +mH l) cos θst −mb cos θsw] (5.5)
Substituint les expressions trobades per T (q, q˙) i U(q) a l’equacio´ de Lagrange s’arriba a dues
equacions del moviment que es poden escriure de la segu¨ent forma matricial:
M(q)q¨ + C(q, q˙)q˙ + G(q) = 0 (5.6)
on M(q) e´s la matriu d’ine`rcia, C(q, q˙) e´s la matriu de termes centr´ıfugs i de Coriolis i G(q) e´s el
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5.1.3 Col·lisio´ del peu
En aquest model la col·lisio´ es considera (tal com s’ha vist en les hipo`tesis) perfectament inela`stica,
impulsiva i instanta`nia (la cama de balanceig impacta en el mateix instant que la cama de suport
deixa de contactar-hi). Aquesta col·lisio´ provoca un canvi instantani de les velocitats angulars q˙ =
{θ˙st, θ˙sw}T mentre que la geometria del sistema no varia.
Mitjanc¸ant la conservacio´ del moment angular es poden relacionar les velocitats angulars pre-







La matriu A e´s funcio´ de la geometria del caminador i esta` un´ıvocament definida per l’angle entre
les cames a l’instant de la col·lisio´ βˆ = θ−sw − θ−st (que e´s constant en totes les col·lisions).
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La condicio´ geome`trica que verifica el caminador en el moment de la col·lisio´ i que servira` per
controlar el moment en que` es produeix aquesta e´s
θst + θsw + 2α = 0 (5.11)
cal observar que aquesta condicio´ tambe´ es verifica quan la cama de balanceig avanc¸a a la cama de
suport per tant, nome´s caldra` considerar els zeros de la funcio´ quan aquesta decreix.
Teorema 1 (Caracteritzacio´ de la condicio´ de col·lisio´). L’instant de col·lisio´ de la cama de balanceig
esta` caracteritzat un´ıvocament pels zeros de la funcio´
r(q) = θst + θsw + 2α (5.12)
quan aquesta decreix.







Figura 5.3: Geometria del compass walker en el moment de la col·lisio´
Geome`tricament, el caminador i el pendent defineixen un triangle iso`sceles (ja que la longitud
d’ambdues cames e´s la mateixa) i, per tant, els angles entre el terra i cada cama ϕst i ϕsw seran








− θsw − α (5.14)
Per la condicio´ de triangle iso`sceles es te´ ϕst = ϕsw i per tant:
pi
2
+ θst + α =
pi
2
− θsw − α (5.15)
θst + θsw + 2α = 0 (5.16)
Per veure que defineix la col·lisio´ un´ıvocament n’hi ha prou en suposar que en una disposicio´ q0
diferent de la de col·lisio´ es verifica la condicio´ r (q0) = 0. Per aquesta nova disposicio´ geome`trica els
angles ϕst i ϕsw tambe´ estan definits segons les equacions (5.13) i (5.14). Si s’imposa la condicio´ de
col·lisio (5.11) s’obte´ que ϕst = ϕsw i per tant s’arriba a una contradiccio´.
Tot el que s’ha demostrat fins ara tambe´ era va`lid pel cas θst = θsw (i.e. quan ambdues cames
estan alineades). Resta veure que la col·lisio´ es produeix en els zeros de la funcio´ quan aquesta decreix.
Per a me´s comoditat, es treballara` sobre l’horitzontal canviant la semirrecta de refere`ncia dels
angles θst i θsw per la semirrecta perpendicular al pendent. D’aquesta manera es defineixen uns nous
angles θˆst i θˆsw:
θˆst = θst + α (5.17)








Figura 5.4: Disposicio´ geome`trica just abans de la col·lisio´
θˆsw = θsw + α (5.18)
Com que perque` la col·lisio´ sigui va`lida cal que el peu impacti per sobre el terra, en l’instant
immediatament anterior a la col·lisio´ (tal com s’observa a la figura 5.4) s’ha de verificar:∣∣∣θˆsw∣∣∣ > ∣∣∣θˆst∣∣∣ (5.19)
Sabent que en l’instant immediatament anterior a la col·lisio´ θˆsw > 0 i θˆst < 0 es reescriu (5.19)
com:
θˆsw > −θˆst (5.20)
θˆsw + θˆst > 0 (5.21)
Retornant a les coordenades originals θst i θsw la condicio´ (5.21) resulta:
θst + θsw + 2α > 0 (5.22)
i per tant, cal que els zeros de la funcio´ r (q) tinguin lloc quan aquesta decreix.
Nota. Seguint la quarta hipo`tesi assumida per la modelitzacio´, no s’ha tingut en compte el que li
pugui passar a la cama de balanceig abans del creuament (se suposa que es retreu suficientment com
per evitar col·lisions indesitjades).
Ara cal trobar una expressio´ que relacioni l’estat just abans de la col·lisio´ x−i i l’estat just despre´s
de la col·lisio´ x+i . Com s’ha vist anteriorment l’objectiu e´s aconseguir una equacio´ semblant a l’equacio´
(5.10).
Com ja s’ha dit, s’aplicara` la conservacio´ del moment angular per determinar la relacio´. El primer
punt utilitzat per aplicar la conservacio´ del moment angular e´s el punt de col·lisio´ Q considerant tot
el caminador com a sistema. En aquest cas el moment impulsiu a Q, MˆQ, e´s nul ja que l’u´nica forc¸a
externa impulsiva al sistema e´s la forc¸a de contacte que passa per Q. Per tant el moment angular de
tot el caminador al punt Q es conserva durant la col·lisio´:
∆HQ = H
+
Q −H−Q = 0 (5.23)
L’altra equacio´ es pot trobar considerant la cama de l’anterior suport com a sistema i aplicant la
conservacio´ del moment angular al punt H. Com que l’u´nica forc¸a impulsiva en aquesta cama e´s la
forc¸a de contacte a la junta del maluc (punt H), el moment impulsiu total a aquest punt, MˆH , e´s nul
i per tant el moment angular de l’anterior cama de suport al punt H es conserva durant la col·lisio´:
∆HH = H
+
H −H−H = 0 (5.24)
E´s important observar que aquestes equacions estan aplicades en Q i H que so´n punts fixos (e´s
a dir, amb velocitat i acceleracio´ nul·les). A continuacio´ es calculen les expressions dels moments
angulars a cada punt abans i despre´s de la col·lisio´.











































Figura 5.5: Velocitats del compass walker just abans i just despre´s de la col·lisio´
H−Q = IC · ω−st + rQ/Cst ×mv−Cst︸ ︷︷ ︸
H−Q|st
+ rQ/H ×mHv−H︸ ︷︷ ︸
H−Q|h


















mal cos βˆθ˙−st + (IC −mab) θ˙−sw
]
k (5.25)
H+Q = IC · ω+sw + rQ/Csw ×mv+Csw︸ ︷︷ ︸
H+Q|sw
+ rQ/H ×mHv+H︸ ︷︷ ︸
H+Q|h



































H+H = IC · ω+sw + rH/Csw ×mv+Csw =
[








on k e´s el vector perpendicular al pla del paper i orientat cap enfora. Reescrivint els termes de les


































l − b cos βˆ
)
+mH l
2 +ma2 IC +mb
(
b− l cos βˆ
)
−mbl cos βˆ IC +mb2
]
(5.31)
cal observar que les matrius Q− i Q+ depenen de l’angle βˆ que es mante´ constant. Per tant, a partir




utilitzada a l’equacio´ (5.10):


























Per tant, el canvi de l’estat 4-dimensional del sistema {q, q˙}T = {θst, θsw, θ˙st, θ˙sw}T al moment de














5.2 Estabilitat del compass walker en un pendent constant
Per a me´s comoditat, es designara` d’ara endavant el vector d’estat del caminador amb la variable
x = {θst, θsw, θ˙st, θ˙sw}T .
A partir del sistema d’equacions diferencials ordina`ries de segon ordre (5.6) que es pot definir el





























que determina l’estat immediatament despre´s de la col·lisio´ x+ a partir de l’estat immediatament
anterior x−. Finalment, utilitzant l’equacio´ (5.11), es defineix la funcio´ deteccio´ de col·lisio´ r com:
r(x) = θst + θsw + 2α (5.37)
que tal com s’ha vist abans s’anul·la quan es produeix la col·lisio´ (i.e. r(x−) = 0).
5.2.1 Estabilitat del cicle l´ımit
Per estudiar l’estabilitat del cicle l´ımit del compass walker s’utilitzara` l’aplicacio´ de Poincare´ ja
definida, si be´ en aquest cas sera` una aplicacio´ p : R4 → R4.
La majoria d’autors defineixen la seccio´ de Poincare´ mitjanc¸ant els punts de discontinu¨ıtat a les
col·lisions just despre´s de la col·lisio´. En aquest projecte es fa de la mateixa manera.
En aquest cas particular, l’aplicacio´ de Poincare´ es defineix com la funcio´ p que envia l’estat del





. Aquesta aplicacio´ es pot veure com la composicio´ de dues aplicacions = h ◦ d on d









= x+i+1 (tal com s’ha vist a l’equacio´ (5.36)).
Com es demostra a [4] per a cada pendent α es te´ un u´nic cicle l´ımit (en aquesta seccio´ se suposa
que α e´s menor que el pendent de bifurcacio´) i, per tant, l’aplicacio´ de Poincare´ te´ un u´nic punt fix
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x∗. Un cop trobat el punt fix, la seva estabilitat es pot determinar mitjanc¸ant la se`rie de Taylor de p
per una petita perturbacio´ δx propera al punt fix:




on la derivada parcial de l’aplicacio´ respecte el vector d’estats e´s el jacobia` J. Com que x∗ e´s un punt
fix de p es pot escriure l’equacio´ (5.38) com:
p (x∗ + δx) ≈ x∗ + Jδx (5.39)
Per tant, es tindra` estabilitat orbital sempre que es pugui controlar Jδx amb δx prou petit. Aquesta
condicio´ es do´na sempre que els valors propis de J tinguin mo`dul menor o igual que 1 (i.e. que estiguin
continguts en el cercle unitat).
5.2.2 Aproximacio´ del jacobia`
L’aplicacio´ p no es pot calcular anal´ıticament ja que no es te´ una solucio´ anal´ıtica de l’equacio´ (5.35)
i per tant, J no es pot calcular directament com la derivada parcial de p. Per trobar J es poden
utilitzar dos enfocaments: aproximacio´ nume`rica o be´ aproximacio´ anal´ıtica.
Aproximacio´ nume`rica
L’aproximacio´ nume`rica es dedueix directament de l’equacio´ (5.39). Aquesta es pot reescriure com
Jδx ≈ p (x∗ + δx) − x∗ i, coneixent x∗, per quatre perturbacions independents δxj (j = 1, 2, 3, 4)
s’arriba a l’equacio´:
Jτ = Ψ (5.40)
on la matriu τ = [δx1, δx2, δx3, δx4] e´s la matriu formada pels vectors de perturbacio´ i la matriu
Ψ = [p (x∗ + δx1)− x∗,p (x∗ + δx2)− x∗,p (x∗ + δx3)− x∗,p (x∗ + δx4)− x∗] esta` formada per les
perturbacions despre´s d’aplicar l’aplicacio´ de Poincare´ al punt perturbat.
Aproximacio´ anal´ıtica
El me`tode utilitzat per trobar l’aproximacio´ anal´ıtica va ser presentat per Coleman ([2]). El me`tode
es defineix a continuacio´ a partir de les funcions definides a les equacions (5.35)-(5.37).
Coleman estableix que l’aproximacio´ del jacobia` es pot obtenir com el producte de tres matrius:
Jˆ = BDE. Aquest producte matricial aproxima linealment l’aplicacio´ p que envia la perturbacio´ en
una col·lisio´ a la segu¨ent.
δx+i+1 = BDE︸ ︷︷ ︸
Jˆ
δx+i (5.41)
Per utilitzar el me`tode de Coleman primer cal cone´ixer la trajecto`ria del cicle l´ımit x∗ (t) (x∗ (0)
e´s l’estat del cicle l´ımit sobre la seccio´ de Poincare´, i.e. just despre´s de la col·lisio´) i el per´ıode de pas
entre col·lisions pel cicle l´ımit T ∗.
Es pot expressar la solucio´ de l’equacio´ diferencial del moviment (entre col·lisions) com la solucio´
pel cicle l´ımit me´s un terme de perturbacio´:
x (t) = x∗ (t) + δx (t) (5.42)
Com a resultat de perturbar la solucio´ del cicle l´ımit el temps entre col·lisions tambe´ es veu afectat:
T = T ∗ + δT (5.43)
Combinant les equacions (5.42) i (5.35) i linealitzant f (x∗ (t) + δx (t)), s’obte´ la segu¨ent equacio´
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Integrant aquesta equacio´ amb una condicio´ inicial arbitra`ria δx+i fins a temps T
∗ s’obte´ δx (T ∗)
a partir del qual es pot determinar E:
δx (T ∗) ≈ Eδx+i (5.45)
L’expressio´ anterior permet cone´ixer l’evolucio´ entre col·lisions pel cicle l´ımit. Pero` el temps entre
col·lisions varia segons l’equacio´ (5.43). La funcio´ r(x) definida a (5.37) depe`n de l’estat x que al seu
torn depe`n del temps. Per tant, es tracta de trobar la solucio´ de r (x∗ (T ∗ + δT ) + δx (T ∗ + δT )) = 0.















∗ + δT ) + δx−i+1 (T
∗ + δT )
) ≈
≈ h (x−i+1 (T ∗))+ ∂h (x∗ (T ∗))∂x δx (T ∗) + ∂h (x∗ (T ∗))∂t δT (5.47)




permet determinar la per-
turbacio´ despre´s de la col·lisio´ δx+i+1 a partir de la perturbacio´ a temps T
∗ δx (T ∗):
δx+i+1 ≈














δx (T ∗) (5.48)
Els para`metres dels quals depenen les matrius definides so´n els segu¨ents:
• La matriu B depe`n u´nicament de la funcio´ de transicio´ d’estat (5.36).
• La matriu D depe`n u´nicament de la funcio´ de deteccio´ de col·lisio´ (5.37) i del vector de derivades
del vector d’estat x˙∗ (T ∗) en el cicle l´ımit.
• La matriu E ve determinada per les equacions del moviment entre col·lisions (5.35) i nome´s
depe`n d’aquesta, de la condicio´ inicial δx+i i del temps T
∗.
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Cap´ıtol 6
Estudi del compass walker en un
pendent no constant
Un cop estudiat el compass walker en un pendent constant vol veure quines variacions es produeixen
quan el pendent deixa de ser constant. En aquest cap´ıtol es tracta la generalitzacio´ del model quan
el pendent no e´s constant i quins efectes te´ la variacio´ de pendent sobre l’evolucio´ del sistema.
6.1 Modelitzacio´ del compass walker en un pendent no cons-
tant
6.1.1 Descripcio´ del model
En el cas del caminador en un pendent no constant, el model e´s el mateix que en el cas del caminador
en un pendent constant (subseccio´ 5.1.1) excepte que l’angle del pendent α ja no e´s una constant sino´
que depe`n de la posicio´ del caminador. La geometria del camı´ de baixada en aquest cas ve donada
per una funcio´ s (y) que parametritza el camı´ en funcio´ de la coordenada horitzontal y.
Nota. Atencio´ amb la notacio´, ja que tot i que es tracti de la coordenada horitzontal s’anomena
y perque` ja s’ha definit x com el vector d’estats. Tot i aixo`, aquesta notacio´ no ha de comportar
confusions perque` la coordenada vertical sempre sera` funcio´ de y i per tant es denotara` com s (y).
Per a me´s comoditat, es considerara` que la coordenada horitzontal del punt de suport P e´s sempre
en y = 0 de manera que en el desenvolupament teo`ric no cal afegir una variable que registri l’a-
vanc¸ament del caminador, sino´ que simplement cal traslladar la funcio´ s (y) despre´s de cada col·lisio´
de manera que per a cada cicle es te´ una funcio´ si (y). En la programacio´ per a la simulacio´ nume`rica,
pero`, s’ha afegit una variable al vector d’estats que registra la coordenada horitzontal del peu de
recolzament.
En el cas de pendent no constant, pero`, en comptes de definir l’angle del pendent α (y) de la
manera que seria natural:








sera` me´s u´til, sobretot per estendre la funcio´ deteccio´ de col·lisio´, definir l’angle αˆ (y) de la segu¨ent
manera:
αˆ (y) = − arctan
(




Nota. Per a simplificar la notacio´ tambe´ es denotara` αˆ (x) = αˆ (l (sin θsw − sin θst)) que e´s el valor
de αˆ en l’estat x segons es defineix a la figura 6.1.

















β = θsw − θst>
Figura 6.1: Esquema del compass walker en un pendent no constant
6.1.2 Dina`mica de la fase de doble pe`ndol
En la generalitzacio´ per pendents no constants, la dina`mica de la fase de doble pe`ndol no es veu
afectada. Aixo` e´s degut a que l’equacio´ del moviment (5.35) nome´s depe`n de la massa i la geometria
del caminador i, en cap cas, de la geometria del camı´ de baixada (i.e. de l’angle α). Per tant, el


















6.1.3 Col·lisio´ del peu
Si en la seccio´ anterior s’ha vist que la dina`mica de la fase de doble pe`ndol no es veu afectada pel fet
que el pendent sigui no constant, no es pot dir el mateix de la fase de col·lisio´ del peu ja que la funcio´
deteccio´ de col·lisio´ s´ı que es veu afectada per aquesta generalitzacio´.
Teorema 2 (Extensio´ de la condicio´ de col·lisio´ a pendents no constants). L’instant de col·lisio´ de la
cama de balanceig esta` caracteritzat un´ıvocament pels zeros de la funcio´
r(x) = θst + θsw + 2αˆ (l (sin θsw − sin θst)) (6.4)
quan aquesta decreix amb αˆ (y) definida segons (6.2).
La interpretacio´ gra`fica d’aquesta nova funcio´ deteccio´ de col·lisio´ es pot veure a la figura
Proposicio´ 1. Sigui y = 0 la coordenada horitzontal de P i y = Y ∗ la coordenada horitzontal del
punt de col·lisio´. Llavors, si s (y) e´s una funcio´ convexa, ∀y ∈ (0, Y ∗] es verifica:
αˆ (y) ≥ αˆ (Y ∗) (6.5)
i.e. αˆ (y) e´s una funcio´ decreixent.
Demostracio´. Se segueix directament de derivar l’equacio´ (6.2).
Demostracio´ del teorema 2. La demostracio´ que en el moment de la col·lisio´ es verifica la condicio´
r (x) = 0 es demostra igual que en la prova del teorema 1.






Figura 6.2: Geometria del compass walker en el moment de la col·lisio´
Ara cal veure que defineix la col·lisio´ un´ıvocament. Se suposa que es verifica la condicio´ r (x0) = 0
per un x0 que no e´s el de col·lisio´. Es defineixen el angles ϕst i ϕsw com a la prova del teorema 1








− θsw − α¯ (6.7)
Restant (6.6) i (6.7):
ϕst − ϕsw = θst + θsw + 2α¯ (6.8)
Per aquesta disposicio´ geome`trica ϕst = ϕsw:
θst + θsw + 2α¯ = 0 (6.9)
Pero` com que s’ha suposat que es verifica r (x) = 0 es te´:
θst + θsw + 2αˆ = θst + θsw + 2α¯ (6.10)
d’on es dedueix que α¯ = αˆ.
Resta veure que cal que el zero s’assoleixi quan la funcio´ decreix. Es repeteix la demostracio´ del
teorema 1 prenent α = αˆ (x (T ∗)) on T ∗ e´s l’instant en que` es produeix la col·lisio´. D’aqu´ı s’obte´:
θst (T
∗ − ε) + θsw (T ∗ − ε) + 2αˆ (x (T ∗)) > 0 (6.11)
pero` com que αˆ (y) e´s mono`tona decreixent:
θst (T
∗ − ε) + θsw (T ∗ − ε) + 2αˆ (x (T ∗ − ε)) > θst (T ∗ − ε) + θsw (T ∗ − ε) + 2αˆ (x (T ∗)) (6.12)
i per tant cal que el zero s’assoleixi quan la funcio´ decreix.
Nota. Igual que en el cas de pendent constant, no s’ha tingut en compte el que pugui passar abans
del creuament de les cames.
Finalment, pel que fa a la funcio´ de transicio´ d’estat es te´ que com que h (x) es calcula nome´s
tenint en compte les velocitats (a partir de la conservacio´ del moment angular) aquesta no es veu











si be´ ara βˆ no e´s constant en totes les col·lisions sino` que varia en funcio´ de la geometria del camı´ de
baixada.
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6.2 Estabilitat del compass walker en un pendent no constant
6.2.1 Estabilitat del cicle l´ımit
Com s’ha vist pel cas de pendent constant, l’estabilitat del cicle l´ımit es determina a partir de l’aplicacio´
de Poincare´ corresponent. Com ja s’ha comentat, a [4] es demostra que per cada pendent α es te´ un
u´nic cicle l´ımit (suposant que no es te´ un pendent de bifurcacio´) i, per tant, l’aplicacio´ de Poincare´
te´ un u´nic punt fix.
Per abordar el cas de pendent no constant s’usa la simplificacio´ que qualsevol camı´ de baixada,
com que el sistema no te´ memo`ria, es pot considerar com una recta a trams on el pendent de cada




en el moment de cada col·lisio´.
Per tant, l’aplicacio´ de Poincare´ per un pendent no constant p ve donada, a cada cicle i, per
l’aplicacio´ de Poincare´ pi per un pendent constant α = αˆi. Igual que abans, es pot utilitzar la se`rie
de Taylor de pi pel cas per una petita perturbacio´ δxi propera al punt fix d’aquell cicle x
∗
i , igual que
s’ha vist en l’equacio´ (5.38):
pi (x
∗
i + δxi) ≈ x∗i + Jiδxi (6.14)
on Ji e´s la matriu jacobiana associada a pi.













amb δxi = x
∗
i−1 − x∗i ∀i > 0 i δx0 = x0 − x∗0.
Demostracio´. Es procedeix per induccio´.
Cas base
p0 (x0) = p0(x
∗
0 + x0 − x∗0︸ ︷︷ ︸
δx0
) = p0 (x
∗
0 + δx0) ≈ x∗0 + J0δx0 (6.16)
p1 (x
∗




0 − x∗1︸ ︷︷ ︸
δx1
+J0δx0) = p1 (x
∗



















































Proposicio´ 2. Si la funcio´ s (y) e´s decreixent i convexa i el sistema no presenta bifurcacions, llavors
la successio´ x∗i de punts fixos de les aplicacions de Poincare´ convergeix.
Demostracio´. Si s (y) e´s decreixent i convexa llavors s′ (y) ≤ 0 i e´s creixent. Per tant, com que e´s
mono`tona i acotada existeix el seu l´ımit i e´s finit. Aixo` vol dir que s (y) tendeix a la recta de pendent
α∞ = limy→∞− arctan (s′ (y)) i, com que no es tenen bifurcacions, limi→∞ x∗i = x∗ on x∗ e´s el punt
fix de l’aplicacio´ de Poincare´ per un pendent α∞.
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Teorema 4. Se suposa que per un cert camı´ de baixada s (y) existeix un cicle l´ımit. Si existeix un
N tal que ∀i ≥ i0 es verifica que Ji te´ els valors propis de mo`dul menor que 1 llavors el cicle l´ımit e´s
estable.











δxi−j = 0 (6.19)





























Primer es veu que ∀ε1 > 0 existeix un i1 tal que si i ≥ i1 llavors |S0| < ε1. Com que existeix
un cicle l´ımit llavors la successio´ x∗i convergeix i, per tant, ∀ε > 0 existeix un iˆ1 tal que si i > iˆ1
|δxi| =
∣∣x∗i−1 − x∗i ∣∣ < ε. Per tant, com que el producte de matrius que multiplica δxi e´s finit, es
verifica que ∀ε1 > 0 existeix un i1 tal que si i ≥ i1 llavors |S0| < ε1. En termes de n, vol dir que
existeix un N tal que si n ≤ N es te´ |S0| < ε1.
Ara cal veure que ∀ε2 > 0 existeix un i2 tal que si i ≥ i2 llavors Sn < ε2. Com que a partir d’una
certa i0 els valors propis de Ji tenen mo`dul menor que 1 llavors els termes de Sn es poden fer tan
petits com es vulgui i, per tant, es te´ |Sn| < ε2.










∣∣∣∣∣∣ < ε (6.21)
L’estudi de l’estabilitat del cicle l´ımit, pero`, no e´s suficient i cal introduir un dels elements me´s
importants d’un sistema dina`mic: la conca d’atraccio´. Es defineix com el domini Ω ⊆ Rn de punts tals
que per una condicio´ inicial x0 ∈ Ω el sistema convergeix al cicle l´ımit. E´s molt important cone`ixer
la conca d’atraccio´ per saber com afecten a l’estabilitat del sistema petites variacions de la condicio´
incial.
En el model de rimless wheel la conca d’atraccio´ e´s 2-dimensional, pero` no ha calgut entrar en la
seva definicio´ ja que amb les simplificacions fetes ve donada nome´s per la ωmin. Pel compass walker,
pero`, la conca d’atraccio´ e´s 4-dimensional i a sobre no se’n pot obtenir una expressio´ expl´ıcita. Per
tant s’ha de calcular nume`ricament una aproximacio´.
Ja s’ha comentat que a [4] s’explica que per a tot cert pendent α prou petit (i.e. sense bifurcacio´)
nome´s existeix un cicle l´ımit. Per tant, d’aqu´ı es dedueix que la conca d’atraccio´ de cada cicle l´ımit
sera` un domini connex ja que si no ho fos voldria dir que una certa o`rbita estable travessa el domini
d’inestabilitat i es tindria una contradiccio´.
Cal comprovar, doncs, que per cada cicle la condicio´ inicial es troba dins la conca d’atraccio´
corresponent (en el model de pendent constant equivalent). Donat que la conca d’atraccio´ es determina
nume`ricament, la prova final de l’estabilitat del sistema sera` calcular la trajecto`ria nume`ricament i
veure que tendeix cap al cicle l´ımit.
6.2.2 Aproximacio´ del jacobia`
Per calcular l’aproximacio´ del jacobia` de cada aplicacio´ de Poincare´ es pot procedir tant pel me`tode
nume`ric com per l’anal´ıtic que es detallen a la subseccio´ 5.2.2. En aquest cas, pero`, es te´ un conjunt
numerable de jacobians i a la pra`ctica aquest me`tode nome´s sera` viable si es pot reduir a un conjunt
finit mitjanc¸ant arguments anal´ıtics. El que s´ı que es pot fer e´s estudiar el jacobia` pel pendent l´ımit
quan t→∞ i estudiar l’existe`ncia i estabilitat del cicle l´ımit per aquest pendent.
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Cap´ıtol 7
Exemples nume`rics del compass
walker
Per calcular els exemples nume`rics s’han pres els segu¨ents para`metres del caminador: m = 5 kg,
mH = 10 kg, a = 0, 5 m, b = 0, 5 m (i per tant l = 1 m) i IC = 0 kgm
2.
E´s important recordar que com que x ∈ R4 les figures mostren els valors de θ i θ˙ per una sola
cama (i com que la passa e´s sime`trica, per a l’altra cama es tindra` la mateixa o`rbita).
7.1 Conca d’atraccio´
Per calcular les aproximacions de la conca d’atraccio´ s’han calculat les trajecto`ries per perturbacions
del punt fix de l’aplicacio´ de Poincare´ x∗ cada cop me´s grans, fins que el sistema divergeix (amb un
error de 10−3). Les perturbacions s’han considerat independents per a cada coordenada i nome´s en
un entorn del punt fix x∗, per aixo` la conca d’atraccio´ trobada e´s nome´s una aproximacio´.
A continuacio´ es mostren dos casos concrets a u´nicament t´ıtol d’exemple per veure la forma de les
conques d’atraccio´ del compass walker.
A la taula 7.1 es mostren els valors ma`xim i mı´nim de cada coordenada (considerant les altres les






Taula 7.1: Valors l´ımit per α = 1.5◦
A la taula 7.2 es mostren els valors ma`xim i mı´nim de cada coordenada (considerant les altres les






Taula 7.2: Valors l´ımit de la conca d’atraccio´ per α = 3◦
A la figura 7.1 es pot veure la projeccio´ 2-dimensional de les conques d’atraccio´ per α = 1.5◦ i
α = 3◦.
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(a) Conca d’atraccio´ per α = 1.5◦ (b) Conca d’atraccio´ per α = 3◦
Figura 7.1: Conques d’atraccio´ del compass walker
7.2 Pendent constant
El primer exemple nume`ric presentat e´s el cas de pendent constant α, e´s a dir, amb un camı´ de baixada
de la forma:
s (y) = −ky (7.1)
on k e´s una constant positiva. La relacio´ entre k i α e´s:
k = tan (α) (7.2)
A partir de la condicio´ inicial x0 = {0, 0,−0.4, 2}T (marcat amb un cercle a la figura 7.2) i amb
un error de 10−6 amb MATLAB es troben el punt fix x∗ = {0.2187,−0.3234,−1.0926,−0.3775}T i la
trajecto`ria (figura 7.2).


















Figura 7.2: Trajecto`ria per un pendent constant α = 3◦
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7.3 Recta a trams
Un cop s’ha estudiat el cas de pendent constant i es vol generalitzar el model per pendents no constants,
el cas me´s ba`sic que es presenta e´s el pendent format per trossos de recta de diferents pendents. El
cas me´s gene`ric presenta un conjunt numerable de trams de manera que es pot escriure com:
s (y) =

−k1y + c1 si a0 < y ≤ a1
−k2y + c2 si a1 < y ≤ a2
...
...
−kiy + ci si ai−1 < y ≤ ai
(7.3)
amb els ci tals que la s (y) sigui cont´ınua i amb la successio´ de ki decreixents perque` s (y) sigui convexa.
Com a exemple s’ha pres la recta composta per dos trams de pendents i tot el que s’explica e´s
extensible pel cas de n trams. S’han considerat uns pendents de α1 = 3
◦ i α2 = 1.5◦ i que el canvi de
pendent es produeix en y = 0 per tant:
s (y) =
{ − tan (3◦) y si y ≤ 0
− tan (1.5◦) y si y > 0 (7.4)
A partir de la condicio´ inicial x0 = {0, 0,−0.4, 2}T i y = −5 i amb un error de 10−6 es troba el
punt fix x∗ = {0.1882,−0.2406,−0.9511,−0.5742}T (que e´s el punt fix per un pendent α = 1.5◦) i
la trajecto`ria (figura 7.3). S’observa que el caminador primer tendeix cap al cicle l´ımit per α1 = 3
◦
(cicle l´ımit exterior) i, en produir-se el canvi de pendent, evoluciona cap al cicle l´ımit per α2 = 1.5
◦
(cicle l´ımit interior). Per tant, es comprova que el sistema no te´ memo`ria i que evoluciona cap al cicle
l´ımit del pendent l´ımit.


















Figura 7.3: Trajecto`ria per un camı´ format per dues rectes de pendent α1 = 3
◦ i α2 = 1.5◦
Entre els cicles naturals per cada pendent αi pot apare`ixer un cicle de transicio´. Aquest es te´ si
el peu no impacta en el punt de canvi de pendent i per tant P queda en un tram i Q en el segu¨ent.
Llavors, apareix un cicle amb una αˆ ∈ [α2, α1].
7.3.1 Evolucio´ de les bifurcacions
Si be´ en aquest projecte s’hi ha fet poca incide`ncia, les bifurcacions so´n un aspecte important a
considerar en el compass walker. La teoria diu que si α e´s prou gran es produeix una bifurcacio´ dels
cicles l´ımit i el sistema pot evolucionar a diferents cicles l´ımit depenent de la seva condicio´ inicial.
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Segons la teoria de bifurcacions, en disminuir el pendent per sota del pendent de bifurcacio´, el
sistema hauria d’evolucionar cap al mateix cicle l´ımit ja que si no hi ha bifurcacio´ aquest e´s u´nic. Es
comprova amb la recta a trams de pendents α1 = 4
◦ i α2 = 3◦:
s (y) =
{ − tan (4◦) y si y ≤ 0
− tan (3◦) y si y > 0 (7.5)
Pel cas α = 4◦ existeixen dos cicles l´ımit i primer de tot cal localitzar-los i trobar les condicions
inicials per les quals s’hi arriba. Per la condicio´ inicial x0 = {0.244,−0.368,−1.14,−0.219}T s’arriba al
cicle l´ımit marcat en blau a la figura 7.4 i per la condicio´ inicial x0 = {0.235,−0.368,−1.14,−0.219}T
s’arriba al cicle l´ımit marcat en verd a la figura 7.4.















Figura 7.4: Trajecto`ries per un pendent constant α = 4◦
A la figura 7.5 es comprova que independentment del cicle l´ımit al que es tendeixi al pendent
α1 = 4
◦, en canviar el pendent a α2 = 3◦ el sistema evoluciona al cicle l´ımit u´nic per aquest pendent
marcat en vermell.















(a) x0 = {0.244,−0.368,−1.14,−0.219}T



















(b) x0 = {0.235,−0.368,−1.14,−0.219}T
Figura 7.5: Trajecto`ries per un camı´ format per dues rectes de pendent α1 = 4
◦ i α2 = 3◦
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7.4 Exponencial negativa
Generalitzant encara me´s, un dels exemples cla`ssics de funcio´ anal´ıtica, decreixent i convexa e´s l’ex-
ponencial negativa. Per tant, en aquest cas es te´:
s (y) = e−y (7.6)
A partir de la condicio´ inicial x0 = {0, 0,−0.4, 2}T i y = 2.9496 i amb un error de 10−6 i amb 100
cicles com a ma`xim es troba la trajecto`ria (figura 7.6). En aquest cas no existeix punt fix perque` en
el l´ımit el pendent e´s nul i, per tant, el caminador acaba caient.



















Figura 7.6: Trajecto`ria per un camı´ format per una exponencial negativa
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Cap´ıtol 8
Impacte ambiental i estudi
econo`mic
8.1 Impacte ambiental
L’impacte ambiental d’aquest projecte e´s mı´nim ja que es tracta d’un projecte teo`ric en que` tots els
resultats nume`rics s’han obtingut per simulacio´ en un ordinador personal. Com que l’ordinador e´s
comercial compleix amb la normativa de la Unio´ Europea sobre aparells electro`nics.
8.2 Estudi econo`mic
La durada del projecte e´s de 15 setmanes (aproximadament quatre mesos) i en l’estudi econo`mic es
computen els costos de tots els factors que intervenen en la seva realitzacio´.
El cost econo`mic del projecte inclou tant costos fixos com variables. Pels costos fixos de factors
que continuaran disponibles despre´s de la finalitzacio´ del projecte (que so´n l’ordinador, la llice`ncia de
MATLAB i el mobiliari d’oficina) s’atribueix al projecte un cost proporcional a la durada del projecte
respecte la seva vida u´til i, per tant, es poden tractar com a costos variables. Pel material consumible,
que nome´s interve´ en la realitzacio´ d’aquest projecte, es considera tot el cost directament. Per a la
resta (que so´n l’energia, les hores dels tutors, les hores de l’estudiant i el cost administrariu) com que
so´n costos variables es computen en funcio´ de la quantitat dedicada al projecte.
• Material consumible: es considera que nome´s interve´ en la realitzacio´ d’aquest projecte i per
tant el seu cost repercuteix directament en el cost final.
• Ordinador: te´ una vida esperada de 4 anys. Treballa 8 hores al dia durant 300 dies a l’any.
• MATLAB: la llice`ncia e´s va`lida per 1 any. Donat que la llice`ncia caduca tant si s’utilitza com
si no, es considera que s’utilitza 24 hores al dia durant 365 dies a l’any.
• Mobiliari d’oficina: te´ una vida esperada de 20 anys. Es considera, igual que l’ordinador, que
s’utilitza 8 hores al dia durant 300 dies a l’any.





i un consum mig (considerant ordinador i
il·luminacio´) de 80W.
• Tutors: es considera una dedicacio´ de 4 hores setmanals durant les 15 setmanes que dura el
projecte.
• Estudiant: es refereix al temps dedicat a realitzar el projecte. Es considera una dedicacio´ de
40 hores setmanals durant les 15 setmanes que dura el projecte.
• Cost administratiu: es refereix al temps dedicat a realitzar tra`mits administratius. Es consi-
dera una dedicacio´ de 4 hores en total.
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Factors Despesa de Vida Despesa de Temps de Cost del
de cost cost fix esperada cost variable dedicacio´ projecte
[e] [anys] [e/h] [h] [e]
Material consumible 10 - - - 10, 00
Ordinador 620 4 0, 0646 600 38, 75
MATLAB 69 1 0, 0079 2880 22, 68
Mobiliari d’oficina 250 20 0, 0052 600 3, 13
Energia - - 0, 0160 600 9, 60
Tutors - - 50, 00 60 3000, 00
Estudiant - - 10, 00 600 6000, 00
Cost administratiu - - 25, 00 4 100, 00
9184,16
Taula 8.1: Ca`lcul del cost final del projecte
Com s’observa a la taula 8.1 el cost total del projecte e´s de 9184, 16e, pero` aquest cost no inclou
el cost d’infraestructura del lloc de treball de l’estudiant ja que aquest e´s desconegut.
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Conclusions
Despre´s d’estudiar els models de la rimless wheel i el compass walker en un pendent constant, estendre
ambdo´s models pel cas de pendent no constant i estudiar-ne els cicles l´ımit i l’estabilitat s’extreuen
va`ries conclusions sobre el comportament dels caminadors passius en pendents no constants.
Primer de tot, si be´ a simple vista poden semblar dos models bastant allunyats un cop es comenc¸a
la modelitzacio´ es veuen les similituds que presenten: el moviment d’ambdo´s ve descrit per una equacio´
diferencial que governa la fase de doble pe`ndol, una funcio´ deteccio´ de col·lisio´ que depe`n de l’estat
del sistema i que val zero en el moment de la col·lisio´ i una equacio´ algebraica que governa el canvi
instantani de velocitats que es produeix en la col·lisio´ del peu.
Tot i aquests paral·lelismes existeix una difere`ncia que e´s determinant a l’hora d’estudiar cadascun
dels models. La rimless wheel pel fet de ser un model me´s senzill i amb un sol grau de llibertat
presenta en la fase de doble pe`ndol una equacio´ diferencial senzilla que permet trobar l’equacio´ de
la trajecto`ria de forma expl´ıcita i, consequ¨entment, tambe´ una expressio´ expl´ıcita de l’aplicacio´ de
Poincare´ l’estudi de la qual e´s me´s simple ja que e´s una funcio´ d’una variable. Pel compass walker
el model es complica i ja no e´s possible tenir una solucio´ expl´ıcita de l’equacio´ diferencial i, per tant,
tampoc es te´ l’aplicacio´ de Poincare´ de forma expl´ıcita. A me´s, com que el sistema te´ dos graus de
llibertat l’aplicacio´ de Poincare´ e´s una aplicacio´ p : R4 → R4 de manera que l’estabilitat del cicle
l´ımit s’ha de calcular a partir dels valors propis de la matriu jacobiana que nome´s es podra` trobar de
forma aproximada (ja sigui nume`ricament o anal´ıticament).
En estendre cadascun dels models pel cas de pendent no constant, s’observa que les equacions que
governen la fase de doble pe`ndol i la col·lisio´ del peu no canvien. El que s´ı que canvia e´s la funcio´
deteccio´ de col·lisio´ ja que ara, a me´s del vector d’estats del sistema, tambe´ depe`n de la funcio´ αˆ (x)
que calcula el pendent del segment que uneix el peu de recolzament amb la projeccio´ vertical sobre el
camı´ de baixada del segu¨ent peu de recolzament.
A nivell d’estabilitat, el canvi a pendent no constant te´ uns efectes considerables no per l’estabilitat
en si mateixa sino´ per l’estudi d’aquesta. A efectes pra`ctics, el caminador nome´s “veu” el camı´ de
baixada en els punts de contacte i, per tant, qualsevol corba pot simplificar-se per la poligonal formada
pels segments que uneixen aquests punts. Feta aquesta simplificacio´ es pot tractar l’estabilitat com
si per cada cicle del sistema es tingue´s el caminador en qu¨estio´ sobre un pendent constant del mateix
pendent que el segment format pel punt de suport actual i pel punt de suport segu¨ent. D’aquesta
manera es pot veure que si el pendent de s (x) tendeix a un cert pendent quan x→∞ llavors el sistema
tendeix al cicle l´ımit associat al pendent mencionat. Per la rimless wheel no hi ha cap problema ja
que pel cas de pendent constant ja s’ha vist que tots els cicles l´ımits so´n estables, pero` pel compass
walker caldra` estudiar els valors propis de les matrius jacobianes de cada cicle. Aquest problema s’ha
d’abordar estudiant anal´ıticament la relacio´ entre aquests valors propis i els para`metres del sistema,
cosa que requereix un estudi en profunditat i que no s’ha tractat en aquest projecte.
No nome´s e´s suficient cone`ixer l’estabilitat del cicle l´ımit, sino´ que pel cas de pendent no constant
tambe´ cal tenir en compte els efectes de la variacio´ de la conca d’atraccio´. Pel cas de pendent constant
n’hi ha prou amb que la condicio´ inicial es trobi dins la conca d’atraccio´ del sistema per a que` aquest
evolucioni cap al cicle l´ımit. Pel cas de pendent no constant, pero`, en variar el pendent a cada cicle
tambe´ varia la conca d’atraccio´ i es podria donar el cas que la condicio´ inicial d’un cert cicle estigue´s
fora de la conca d’atraccio´ del model equivalent de pendent constant per aquest cicle encara que
durant tots els cicles anteriors la condicio´ inicial sempre hagi pertangut a la conca d’atraccio´. Si be´
per la rimless wheel es pot donar alguna condicio´, encara que feble, que garanteixi la converge`ncia al
cicle l´ımit a partir de la condicio´ inicial, pel compass walker no s’ha pogut trobar cap condicio´. Aixo`
fa que en ambdo´s casos la millor eina per a la comprovacio´ de l’estabilitat sigui la simulacio´ nume`rica.
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Treball pel futur
Degut a les limitacions de temps que presenta un projecte de final de carrera, hi ha una se`rie d’aspectes
interessants que no s’han pogut estudiar i que es plantegen com a feina pel futur. Les possibles l´ınies
de continuacio´ so´n:
• Refinar les condicions d’estabilitat per a la rimless wheel
• Estudiar pels dos models el cas en que` el camı´ de baixada presenti petits trams de pujada.
• Estudiar el cas de pendent no constant pel compass walker amb un camı´ de baixada no convex.
• Buscar relacions entre els valors propis de la matriu jacobiana de l’aplicacio´ de Poincare´ i els
para`metres del compass walker.
• Buscar cotes dels para`metres del sistema que garanteixin estabilitat.
• Estudiar la conca d’atraccio´ i intentar-ne trobar una expressio´ anal´ıtica pel compass walker.
• Intentar generalitzar el concepte de conca d’atraccio´ pel cas de pendent no constant.
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Ape`ndix A
Programes per a la rimless wheel
En aquest cap´ıtol es detallen els programes de MATLAB que s’han utilitzat per calcular les trajecto`ries
de la rimless wheel.
A.1 RW irr
El programa RW irr calcula a partir d’una condicio´ inicial introdu¨ıda per l’usuari la trajecto`ria de la
rimless wheel i en fa la representacio´ gra`fica.
% DEFINICIO DE PARAMETRES
model
theta 0 = input('Introdueix angle inicial: ');
thetapunt 0 = input('Introdueix la velocitat inicial: ');




theta ant = 1E2;






X = theta 0;
Y = thetapunt 0;
theta = theta 0;
while err > error %pot substituir−se per una condicio del tipus compt < it max
while theta < (alfa(x,theta) + angle beta/2)
thetapunt = sqrt(thetapunt 0ˆ2+((2*m*g*l)/(Ic+m*lˆ2))*(cos(theta 0)−cos(theta)));
X = [X theta];
Y = [Y thetapunt];
theta = theta + pas;
if thetapuntˆ2 < 0





if stop == 1
break
end
theta 0 = alfa(x,theta) − angle beta/2;
x = x + l*(sin(theta) + sin(angle beta−theta));
mu = ((m*lˆ2*cos(angle beta)+Ic)/(m*lˆ2+Ic));
thetapunt 0 = mu*thetapunt;
theta = theta 0;
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err = sqrt((theta−theta ant)ˆ2+(thetapunt 0−thetapunt ant)ˆ2)
verr = [verr err];
theta ant = theta;
thetapunt ant = thetapunt 0;
compt = compt + 1;














La funcio´ alfa retorna el valor de αˆ donats el punt x del camı´ de baixada on es recolza la cama de
recolzament i l’angle de posicio´ θ de la rimless wheel.
function [a] = alfa(x,theta)
model
y = x + l*(sin(theta) + sin(angle beta−theta));
a = − atan((slope irr(y)−slope irr(x))/(y−x));
A.3 slope irr
La funcio´ slope irr retorna el la coordenada vertical del camı´ de baixada f (x) donada una coordenada
x de manera que el punt en qu¨estio´ ve donat per (x, f (x)).
function [y] = slope irr(x)
y = f(x);
A.4 model
El programa model defineix els para`metres de geometria i massa de la rimless wheel. Definir els
para`metres en un fitxer a part permet tenir-los centralitzats per si s’han d’introduir variacions.
% RIMLESS WHEEL
n = 8;






La funcio´ gfunc retorna el valor de la funcio´ g (α;β, µ) per un α donat i amb els para`metres β i µ del
sistema fixats a partir dels para`metres definits al programa model.
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function [y] = gfunc(alpha)
model
mu = ((m*lˆ2*cos(angle beta)+Ic)/(m*lˆ2+Ic));
y = 1 − cos(alpha)*cos(angle beta/2)−(1+muˆ2)/(1−muˆ2)*sin(alpha)*sin(angle beta/2);
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Ape`ndix B
Programes per al compass walker
En aquest cap´ıtol es detallen els programes de MATLAB que s’han utilitzat per calcular les trajecto`ries
del compass walker.
B.1 CW irr
El programa CW irr calcula a partir d’una condicio´ inicial introdu¨ıda per l’usuari la trajecto`ria del
compass walker i en fa la representacio´ gra`fica. Cal recordar que la representacio´ e´s la projeccio´
2-dimensional del vector d’estats 4-dimensional.
% DEFINICIO DE PARAMETRES
model
phi = input('Introdueix la condicio inicial: ');
% VARIABLES AUXILIARS I TOLERANCIES
error = 1E−6;
phi ant = [1 1 1 1 1] + phi;
phi ant2 = [1 1 1 1] + phi(1:4);











options = odeset('Events', @collision irr);
while err > error
% PART DIFERENCIAL
disp(sprintf('Part diferencial'));
[T, Z, TE, ZE, IE] = ode45(@walking irr, [0 1E3], phi, options);
phi = ZE;
X1 = [X1 transp(Z(:,1+ind))];
Y1 = [Y1 transp(Z(:,3+ind))];
X2 = [X2 transp(Z(:,1+(1−ind)))];




A = step irr(beta);
phimenys = phi;
phi = transp(blkdiag(B, A, 1)*transp(phi));
phi(5) = phi(5) + l*(sin(phi(1))−sin(phi(2)));
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ind = 1 − ind;
X1 = [X1 phi(1+ind)];
Y1 = [Y1 phi(3+ind)];
X2 = [X2 phi(1+(1−ind))];
Y2 = [Y2 phi(3+(1−ind))];
err = norm(phi ant(1:4) − phi(1:4), 2)
phi ant = phi;
verr = [verr err];
compt = compt + 1;














La funcio´ collision irr retorna el valor de r (x) donat un estat phi i un temps t (si be´ aquest u´ltim no
interve´ en la funcio´).
function [value, isterminal, direction] = collision irr(t, phi)
model
if sin(phi(2))−sin(phi(1)) < 0
value = 1;
else
alphatilla = atan((slope irr(phi(5))−slope irr(phi(5)+l*(sin(phi(2))
−sin(phi(1)))))/(l*(sin(phi(2))−sin(phi(1)))));






La funcio´ slope irr retorna el la coordenada vertical del camı´ de baixada f (x) donada una coordenada
x de manera que el punt en qu¨estio´ ve donat per (x, f (x)).
function [y] = slope irr(x)
y = f(x)
B.4 walking irr
La funcio´ walking irr retorna el valor de x˙ = f (x) (equacio´ del moviment entre col·lisions) donat un
estat x i serveix per a resoldre l’equacio´ diferencial.
function [phi out] = walking irr(t, phi in)
model
M = [m*(aˆ2+lˆ2)+mh*lˆ2+Ic −m*b*l*cos(phi in(2)−phi in(1));
−m*b*l*cos(phi in(2)−phi in(1)) m*bˆ2+Ic];
C = [0 m*b*l*sin(phi in(2)−phi in(1))*phi in(4);
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−m*b*l*sin(phi in(2)−phi in(1))*phi in(3) 0];
G = g*[−(m*(a+l)+mh*l)*sin(phi in(1)); m*b*sin(phi in(2))];
vec = [phi in(3); phi in(4)];
vec2 = −inv(M)*(C*vec+G);
phi out = [vec ; vec2; 0];
B.5 step irr
La funcio´ step irr retorna la matriu A que defineix el canvi de velocitats en la col·lisio´ donat l’angle
βˆ entre ambdues cames.
function [A] = step irr(beta)
model
Qmes = [Ic+m*l*(l−b*cos(beta))+mh*lˆ2+m*aˆ2 Ic+m*b*(b−l*cos(beta));
−m*b*l*cos(beta) Ic+m*bˆ2];
Qmenys = [Ic+(mh*lˆ2+2*m*a*l)*cos(beta)−m*a*b Ic−m*a*b; Ic−m*a*b 0];
A = inv(Qmes)*Qmenys;
B.6 model
El programa model defineix els para`metres de geometria i massa del compass walker. Definir els
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